6. Définitions adoptées dans ' Enseignement Fondamental

6.1. Les figures géométriques dans |I'Ensal gnement Fondamental

A propos des contrai ntes déli mitant les figures géométriques.

L es figures géométrigues que nous retenons et a partir desquelles nous
construisons une premiere adivité structuréeet cohérente se définissent de la
mani ére suivante.

Par définition, les figures géomeétriques sont formées de cotés et de sommets de
telle maniére que:
les smmets Dt des points et les cotés sont soit droits, soit courbes;
les cotés droits sont des ssgments de droite dort les extrémités sont des
SOMMEts;
les cOtés courbes sont tantot des courbes fermées sans sommet, tantot des arcs
de wurbe dont les extrémités sont des mmets,

les cotés courbes sont "lisses’, sans aspérité (sans pointe) sauf éventuel lement
aux sommets;

tout sommet est I'extrémité d'exactement deux coteés;

lafigure est en une seule partie (connexe), cequi signifie qu'il est possible de
passer de tout point de lafigure atout autre point de la figure sans quitter
cdle-ci;

deux cotés droits conséautifs ne sont jamais alignés
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Exemples de figures géométriques:

(N
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Contre-exemples: dessins de figures qui ne sont pas des figures géométriques.

1 2 2 3
. A
3 1 3 2 1
5 4
2 5 4

4
2 2
®. ®
5 >< ><
6
3
1 2
2
1 [ o
[ J
4 3
3

figure a4 sommets
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En résumé, une définition des figures geéomeétriques que nous travaillons a cestade
peut sexprimer de la maniere suivante:

Les figures géométriques planes ont formées de ddtés droits et/ou de cotés
courbes de telle maniere que:

tout sommet est I'extrémité d'exactement deux cotes;

lafigure est en une seule partie;

les cOtés courbes sont lisses, dépourvus d'aspérité (sans pointe) sauf
éventuellement aux extrémités;
deux cotés droits conséautifs ne sont jamais alignés

Il découle immédiatement de la définition adoptée, que dansle plan, il existe 3
types de figures géométriques.

L es figures géomeétriques dont tous les cotés ont des ssgments de droites: les
polygones.

Les figures géométriques dont tous les cotés ont des cotés "courbes': lesfigures
rondes.

Les figures géométriques qui possédent au moins un cote droit et au moins un coté

courbe: lesfigures hybrides.

Le diagramme en arbre ci-joint illustre cdte décompasition.
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Classment desfigures geométriques planes

L es polygones

SV Pax

Lesfigures
géométriques
Lesfigures
hybrides
Lesnon
polygones
Lesfigures
rondes

SHY

Remar que: Lafagon dont nous avons procédé pour aborder les contraintes liées
aux figures géométriques est déaite dans la partie pratique de premiére ainée
primaire.
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A propos des polygones du primaire.

L es polygones abordés au primaire sont des figures géomeétriques planes ayant un
nombre fini de cbtés droits et tels que deux cbtés consécutifs ne sont jamais
alignés.

A titre exemplatif, nous présentons ci-apres des exemples et contre-exemples de
"polygones du primaire".

Conventionnellement, nous avons pris I'habitude de les nommer, entre nous:
"Polygones Euclidiens'.

Exemples de polygones euclidiens.

5 4 3
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Exemples de figures constituées de segments de droites mais qui ne sont pas des
polygones.

3
i 4 3 1
1
2 ) c
5 4 2
7
6[ 5 1 3 4
5 1 1
. AN
4 5
6 2
3 3
! 5
2 3 2
1 8 6
4

Remar ques.

1°) Lacondition "Tout sommnet est a I'extrémité d'exactement deux cdtés' n'apasle
méme sens que "l'intersection de deux cotés est un somnet”.

A titre d'exemples, lesfigures 1 et 2 ont exadement 2 sommets.

Lafigure 3 possede exactement 4 sommets.

Cestroisfigures nt dites non-simples.

1
cead n'est pas un sommet
5 1

fig.1 fig.2
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ced n'est pas un sommet

fig.3

2°) Lanation de coté curbe lisse (sans aspérité) n'est pas développée dans ces
notes mais peut étre intuitivement rattachée alanotion de "ligne continue ayant, en
chaque point, une tangente qui varie continlment” sauf éventuell ement aux
sommets des figures.

3°) Lacontrainte "deux cotés droits conseautifs ne sont jamais alignés' que nous
impaosons dans la définition des figures géométriques asaraison d'étre d est a
rattacher aux évolutions théoriques, dans le plan et dans I'espace de lanotion de
polygone. en effet, dans les théories actuelles sur les polygones, on considere quil
existe des polygones plans ou gauches (non-coplanaires) ayant un nombre fini ou
infini de sommets alignés ou non.

A titre d'information, une définition recouvrant tous les types de paygones existant
dansun dan et dans|'espaceest citéeci-apres.

Polygones tridimensionnels.

Par définition, les polygones sont constitués de sommets et de cotés tels
que:

les smmets forment un ensemble fini ouinfini de sommets;

tout coté est un segment de droite d ses extrémités sont des KmMmMets,
tout sommet est I'extrémité d'exactement deux cotes;
les smmets et les cotés forment une figure connexe.

4°) Lanation de connexité est devenue une notion fondamentale tant en
mathématique que dans d'autres domaines (réseau routier, réseau informatique,
ligne adienne, jeux, ...).
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Cette naotion est appelée aun ddvel oppement important dans le futur.

5°) Autres raisons li ées aux contraintes adoptées et définissant les figures
géométriques planes.

Nous avons cité d avant des raisons théoriques qui nous ont pousses afaire
découvrir et Sapproprier par les ééves, deslapremiere année primaire, les
contraintes délimitant les figures géométriques dont les paygores.

Des raisons plus pédagogiques nous ont également incités a pratiquer de la sorte;
en eff et, notre souhait est de famili ariser les éleves, des l'initiation, a une véritable
adivité géométrique aussi compléete que possible.

L'adivité géométrique pratiquéeau cours de nos activités s définit
(semblablement a B.GOLFART et J.THEPOT) comme compasée de deux phases
distinctes, complémentaires, qui se succedent continuell ement: une phase inductive
et une phase déductive.

Au cours de la phase inductive, I'éeve donne libre cours & sonimagination, il
observe, manipule, compare, découpe, assemble, superpose, déplace, retourne,
représente, construit, dessine, établit des analogies ...émet une ou plusieurs
propositions quil mettra ensuite en doute.

Dans la phase déductive, il justifie la véradté éventuelle des propositions émises et
les enchaine d'une maniére "rigoureuse” a partir de prémisses " soigneusement”
formul ées.

Il en résulte que, idédement, les enfants soient cgpables de retrouver (conjecturer)
par eux-mémes des propriétés liées a des famill es de figures; c'est adire, atrouver
des qualités qui sont veérifiées par tous les membres d'une méme famill e.

A cesujet, lapropriété qui affirme que "dans tout palygone, les nombres de cotés
et d'angles sont égaux au nombre de somirets’ est la premiére propriété que I'on
peut espérer voir conjecturer oralement en fin de premiére aanéeprimaire. Pour ce
faire, les enfants doivent "analyser" beaucoup d'exemples dont certains créés par
eux-mémes.

Silsn'ont pas été sensibilisés aux criteres qui déterminent les polygones, il | eur

seraimpossible de retrouver d'eux-mémes I'une ou |'autre propriété classqueliée a
tous les membres de lafamille des paygones.
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A titre d'exemple, beaucoup denfants proposent spontanément comme polygones,
des figures analogues aux figures 1 et 2 que voici:

1
1
2 5 2
3
5
3 4
- 4 -
fig.1 fig.2
5 sommets 5 sommets
6 cotés 5 cotés
7 angles 4 angles

Si les enfants ne recoivent aucune information leur permettant de les réfuter
comme membres de lafamill e des paygores, elles deviennent alors, pour eux, des
polygones.

Déslors, il ne seraplus possible aix ééves de retrouver par eux-mémes la
propriété liant les nombres de cotés, d'angles et de sommets.

Il est bien évident quaucune définition Hest "plaguée” ou imposéetelle quelle.
Pour amener les enfants a une découverte progressive des "définitions’, nous avons
joué avecleur "imaginaire" et déait |e conte des " Bonshommes Citrons.

Au cours de cette histoire, nous avons raconté, que le "Roi de la planéte Citron"
impose des contraintes géometriques a respecter pour construire des enclos
(figures géométriques):

1°) I'enclos (Ia figure géométrique) doit étre fermé;

2°) les cotés sont soit droits, soit courbes lisses (sans pointe);

3°) en chaque "piquet” (sommet) de l'enclos, il arrive exadement 2 cotés droits
et/ou courbes;

4°) deux cotés droits conseautifs ne sont jamais alignés;
5°) les enclos (figures géométriques) sont en une seule partie.

Ajoutons encore que la deuxieme @ntrainte (ci-dessus) a été explicitée apartir
d'exemples et de contre-exempl es.
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Voici des modeles de cotés d'enclos acceptés "sur la planéte Citron”:

ou

un coté droit

uncoté @urbe

4 mn

Voici des modeles de cotés d'enclos refuses "sur la planéte Citron".

— )

En cequi concerne la construction des "maisons " ou solides géométriques, le
méme principe de "regles imposées par le Roi de la planéte Citron™ a éé égal ement
exploité.
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6.2. Les lides géométrigues dans |'ensei gnement fondamental

Solides géométriques et polyedres.

Les évolutions théoriques’ de la notion de polygones et de polyédres ont amené
une modification des criteres pour définir les polyedres.

On est passé de "toutes les faces sont planes” au critére "toutes les faces sont des
polygones (plans et/ou gauches’)".

Ces changements de criteres ont entrainé naturel lement I'émergence de nouveaux
types de solides; asavoir

v lescorpsronds: " toutes |l es faces sont des faces courbes planes ounon danes'.

v les corps hybrides: "au moins une face plane hybride et au moins une face non
plane @urbe".

Le dassement des lides que nous avons adopté pour les enfants résulte donc
d'une part de la nature des faces et d'autre part de I'analogie quil présente avec le
classement des figures planes.

Le dassement qui en découle est obtenu en rangeant les solides géométriques
analysés en polyedres et en non polyedres; ces derniers s scindant en corps ronds
et en corps hybrides.

Le schéma en arbre présenté ci-apres illustre ce dassement.
Ce dassement ne présente aucune difficulté pour les trés jeunes enfants, pour peu

gue I'approche didactique soit cohérente du pant de we de la matiere, progressve
et respecte le niveau des élewes.

1 Voir & cesujet la partie "Les lides et figures géométriques au primaire — Asped théorique”.

2 Des polyédres peuvent avoir des faces gauches.
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Classment des solides geométriques

A
_A‘-

AN
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Définitions adoptées dans |'Enseignement Fondamental, pour les polyedres,
les cor psronds, les corps hybrides et les non polyedres.

Définition ce polyedre.

Un polyedre est un solide géométrique dont touteslesfaces nt
des polygones, telles que:

toute aéte est un cote de deux faces;

le solide est en une seule partie;

aucun sommet n'est commun a plusieurs angles polyédres.
deux faces contigués ne sont jamais dans un méme plan.

Remarque.
On peut montrer que sur base de @es caractéristiques, en chagque sommet il arrive
au minimum 3 faces.

Exemples de polyedres.

Remarque: La fagon dont nous avons procédeé pour aborder les contraintes
liées aux polyedres est déaite dansla partie pratique de ces notes.
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Exemples de solides formés de faces polygonales, qui ne sont pas des polyedres.

Définition de corpsrond.

Par définition, un corps rond est un "solide geométrique dont toutes les faces
sont des faces courbes (non-planes) ou (et) des faces planes rondes'.

Définition de cor ps hybride.

Par définition, un corps hybride est un "solide géométrique ou il existe au

moins une face hybride."

Remarqgues: - Un corps hybride est un solide géométrique ou il existe au
moins une facehybride & au moins une face wurbe (non plane)
- Certains cor ps hybrides possedent aussi une face polygonale.
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Définition de non-polyedre.

Par définition, un non-payedre est un "solide géométrique pour lequdl il

exXste au moins une face non polygonale.” ou encore

Un non polyedre est "un solide géométrique ou il existe au moins une face
courbe non plane.”

Lesfigures
geométriques

Les polygones

/‘QO

Lesfigures
rondes

Lesnon
polygones

Remar ques.

"8

Lesfigures
hybrides

(8¢

Les olides
géométriques

Les payédres

Les corps
ronds

/'Ai

Lesnon
polyédres
Les corps
hybrides

&

< d

527

1°) Les critéres retenus pour classer les solides géométriques ont pour avantage

v d'une part, d'aboutir a un classement des solides géométriques analogue aux
classeements des figures géométriques planes.
v d'autre part d'étre des critéres géométriques et non pas des critéres non
mathématiques comme par exemple "solides qui roulent ou ne roulent pas' ou

"solides boules ou nan boules'.
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2°) Le aitere "toute aréte est un coté de deux faces paygonales' , dansles
définitions de polyedres, peut paraitre précoce et donc inutile dans
I'ensei gnement fondamental. Rien n'est plus faux s 1'on veut rencontrer un des
souhaits des " Socles de Compétences” sur les Dlides.

Il'y est demandé, alapage 29, de "dénombrer les faces, les arétes et les sommets
sur des lides' et "d'établir des relations entre @es éléments”.

A titre d'exemple, illustrons ces uhaits a partir de la recherche du nombre d'arétes
d'un payedre formé de 20 triangles équilatéraux (I'icosaedre régulier).
Chaque facetriangulaire apporte 3 arétes.

Commeil y a20facestriangulaires, il y a
apparemment 20 x 3 arétes.

Mais comme toute aéte est un coté de 2 faaces, il en
résulte que les arétes ont é&é comptées deux fois, par
cerasonnement.

Deéslors, le nombre d'arétes vaut :

20X 3 arétes

2

3°) Lesfaces, les arétes et les sommets des soli des géométriques sont tels que:

» lesarétes ot soit droites, soit courbes et sont les cotés des figures constituant
les faces.

» toute aéte est un coté de deux faces.

o lesextréemités des arétes ont des sommets du solide.

» danslesnon-polyedres, il peut exister des smmets qui n'appartiennent a
aucune aéte.

* les lides géométriques ont en une seule partie.

il existe des lides géométriques formés d'une seule face murbe ferméesans
aréte ni sommet.

» deux faces planes contigués ne sont jamais dans un méme plan.

6.3. Lestransformations du plan dans I'Enselgnement
Fondamental
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6.3.1. Figures planes déformées - figures planes non
déformées

1. Figures planes déformées - figures planes non défor mées

Apres transformation du plan, une flgure plane est soit déformée soit non
déformée(= semblable).

Figureinitiale

A. Exemples de figures planes non déformées par rapport alafigureinitiale.

Unefigure plane non déformée &t une figure semblable.

B. Exemples de figures planes déformées par rapport alafigureinitiale.

L
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6.3.2. Figures planesisométriques
Figures planes déplacées
Figures planesretournees

A. figuresisométriques (premiéeres définitions)

Deux figures planes ont isométriques s et seulement si on peut amener
exactement I'une sur I'autre al'aide d'un transparent.

Fa

F1 est isométrique aF. F; est isométrique aF,.

B. Figures superposables par déplacement (figures isométrigues déplacées)

Deux figures planes ont superposables par un déplacement du plan s on peut, a
|'aide d'un transparent, transporter I'une sur |'autre sans quitter le plan.

C. Figures superposables par retour nement (figures iSométriques retournées)

Deux figures planes ont superposables par un retour nement du plan si, pour
transporter I'une sur I'autre al'aide d'un transparent, ondoit quitter le plan et
retourner unefoisletransparent.

D. Figuresisométrigues déplacées et/ou retour nées
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Si deux figures sont isométriques, alors on peut amener |'une sur |'autre soit:

a) uniquement par un déplacement

On perle dans cecas de figures
Isométriques déplacées ou de figures
identiques.

b) uniquement par un retour nement

S Q.

On perle dans ce cas de figures isométriques retournées.

C) par déplacement et aussi par retour nement
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6.3.3. Figures planes proportionnelles
Figures planes mblables

Définitions

¢ Deux figures sont semblables (proportionnell es) si toutes les dimensions de
|'une sont obtenues en multipliant par un méme nombre positif toutes les
dimensions de |'autre.

ou encore

¢ Deux figures sont semblables s elles ont laméme forme.

F1

- S
lcm ‘

4cm

2cm

8cm

Par rapport a Fy, toutes les dimensions de F, ont été multipliées part "2".

Par rapport a F,, toutes les dimensions de F; ont été multipliées par "1/2".
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6.3.4. Figures samblables (proportionnelles)
agrandies - réduites - isométriques

4. 1. Figures agrandies - Figuresréduites - Figuresisométriques

Lorsque deux figures sont semblables, trois cas ont possbles:
¢ soit lafigure semblable est agrandie par rappat alafigure initiae (Fo).

e

Fo
F1

Lafigure F, est semblable "agrandie-déplacée’ par rapport a la figure F.

¢ soit lafigure semblable est réduite par rapport alafigureinitiae.

I

Fo
Lafigure F, est semblable "réduite-retournée” par rapport a lafigure F.

¢ soit lafigure semblable est isométrique par rapport alafigureinitiae.
Dans ce c&, les dimensions correspondantes des deux figures sont les mémes.

" b

Fo
Lafigure F3 est semblable" isométrique-retournée’ par rapport a la figure F.
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4.2. Lesdifférents cas desfigures ssmblables ou proportionnelles

Comme indiqué au point 4.1., lorsque deux figures sont semblables, trois cas sont
possibles:

Par rapport alafigureinitiale Fq , la figure semblable obtenue est soit agrandie
proportionnel lement, soit réduite proportionne lement, soit isométrique.”

Pour chaaun de estroiscas, il faut distinguer aussi les figures "déplacées’ des
figures "retournées’.

Aingl, les exemples ci-dessousiillustrent les 3x cas possibles
des figures mblables (proportionnell es) par rapport ala
figure Fo.

Fo

a) Desfigures samblables agrandies déplacées (F,) et des figures ssmblables
agrandies retournees (F»).

Toutes les dimensions ont
multipliées par un nombre
strictement plus grand que
un.

F1 F>

b) Des figures semblables réduites déplacées (Fs) et des figures ssmblables réduites

retournées (F,).
Toutes les dimensions sont multipliées par un
nombre comprisentreOet 1 (0 et 1 non

compris).

Fs Fa

c) Desfigures semblables isométriques déplacéess (Fs) et des figures semblables
isomeétriques retournées (Fg).

Toutes les dimensions ont multipliées
par 1.

Fs Fe
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6.3.5. Synthese des transfor mations

Structure destransformations
en geométrie éémentaire

|| sagit des transformations aveclesquelles on peut étudier les figures
géomeétriques et les soli des géométriques en mathématique démentaire.

M odifier la forme

Transfor mations

Projedions
parall eles
(Thales)

Conser

r laforme

Similitudes

Conserver Agrandir Réduire

les distances proportionnellement propor tionnellement

(isométries) les distances les distances

déplacer retourner déplacer retourner
déplacer retourner
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6.3.6. Tableau r écapitulatif desisométries du plan

Isométries du plan

I Déplacer I

— *

Tourner

I GIisserT
L 4

I Translations I

Rotations
(= rotations de 1809

Symétries centrales ‘

Avant

Avant

Aprés
Retour ner
I Symétries orthogaonales I i Symétries glis®es
a a
@ Avant

Avant
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Figures non défor mées - Figures ssmblables - Figures proportionnell es

Propationrell ement: Toutes les distances
sont multi pli ées par un méme nombre
strictement positif

6.3.7. Tableau r écapitulatif
des smilitudes du plan

Figureinitiale

Agrandir toutes les Réduire toutes les

Conserver toutes les distances

distances - distances
(1snmétriaies) ﬁ
Déplacer  Retourner Déplacer Retourner

4 N

* Figure agrandie déplacée * Figure agrandie retournée * Figureisométrique déplacée ~ * Figureisométrique retournée * Figure réduite déplacée * Figure réduite retournée

* Sens giratoire mnservé * Sens giratoire inversé * Sens giratoire mnservé * Sens giratoire inversé * Sens giratoire mnservé * Sens giratoire inversé
* Type de dessn de main conservé * Typededesdn demain inversé  * Type de dessn de main conservé * Type de dessn de main * Type de dessn de main * Type de dessn de main inversé
* Orientation conservée * Orientation inversée * Orientation conservée inverse conservé * Orientationinversée
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6.4. Types de transformations en "Géométrie des Transformations'

Il sagit destypesdetransformations aveclesquelleson éudielesfigureset les
solides en mathématique ééémentaire.

6.4.1. Transfor mations pour la geométrie plane

A. Conserver laforme des figures (les smilit udes)

| sométries (planes)
Les isométries sont les transformations qui conservent les distances.
¢ Lesisométries £ compaosent de deux "sous-familles’ : les déplacements et les
retournements (voir a cesujet, les approches intuitives au point 6.3.2.).
— Lesdéplacements sont lesisométries qui conservent les types d'orientations
du dan.
— Lesretournements sont les isométries qui inversent les types
d'orientations du plan.

¢ On peut montrer que dans le plan:
— lesdéplacements s réduisent aux rotations (Symétries centrales) et aux
trandations.
— Lesretournements se réduisent aux symétries orthogonales et aux symétries
glissées.

Homothéties (planes)

L es homothéties sont les transformations qui multiplient toutes les distances par un
nombre rédl strictement positif et tell es que I'image de toute figure est une figure
"paralde’ alafigureintiale.

Si ce"réd" est différent de 1, adorsl'image d'une figure par cette homothétie est
agrandie ou réduite proportionnellement et est "paral ele" alafigureinitiale.

Remarques :

- 1l existe des homothéties de rapport positif ou de rapport négatif

- Leshomothéties de rapport + 1 conservent les distances

- Dansun dan, les homothéties conservent les types d'orientations du plan et ce,
quelle que soit lavaleur du rapport.

Simili tudes (planes)

- Lessimilitudes ont les compaosees d’homothéties avec des déplacements et/ou
des retournements

- Les simili tudes multiplient toutes les distances par un nombre réd strictement
positif.
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Remarque:
L es simili tudes planes conservent ou inversent les types d'orientations du dan
selon le nombre de retournements intervenant dans la simili tude.

B. Modifier laforme
Les transformations qui modifient laforme, et "étudiées’ en gegométrie démentaire
sont les projections paralléles (les projedions laires).

6.4.2. Transfor mations pour la ggométrie del' espace

A. Conserver laforme des lides (Ies smilitudes)

| sométries
Lesisométries sont les transformations qui conservent les distances.
¢ Lesisométries £ compaosent de deux "sous-familles’ : les déplacements et les
retournements.
— Lesdéplacements sont lesisométries qui conservent les types d'orientations
de I'espace
— Lesretournements sont lesisométries qui inversent les types d'orientations
de l'espace

¢ On peut montrer que dans |'espace:
— lesdéplacements s réduisent aux trandations - aux rotations - aux vissages.
— lesretournements s réduisent aux symeétries centrales - aux symeétries
bilatérales - aux symétries bil atérales glissées - aux antirotations.

Homothéties

L es homothéties sont les transformations qui multipli ent toutes les distances par un
nombre rédl strictement positif et tell es que I'image de tout solide est un solide
"paralée’ au solide initial.

Si ce"réd" est différent de 1, adorsl'image d'un solide par cette homothétie est
agrandie ou réduite proportionnellement et est "parall el€" au solideinitial.

Remarques :

- 1l existe des homothéties de rapport positif ou de rapport négatif

- Leshomothéties de rapport £ 1 conservent les distances

- Dansl'espace, les homothéties de rapport positif conservent les types
d'orientations de |'espace.

- Les homothéties de rapport négatif inversent les types d'orientation de |'espace.
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Similitudes

- Lessimili tudes dans |'espace sont des composées d'homothéties avec des
déplacements et/ou des retournements de |'espace.

- Lessimili tudes multiplient toutes les distances par un nombre réd strictement
positif.

Remarqgues.
Les simili tudes conservent ou inversent les types d'orientations de |'espace selonle

nombre de retournements et le nombre de rapports d'homothéties négatifs
intervenant dans la simili tude.

B. Modifier laforme

Les transformations qui modifient laforme d qui sont "éudiées’ en géomeétrie
élémentaire sont les projedions parall€les (les projections solaires).
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